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A Calculation of Energy-flow Lateral Distribution Function under Approximation B  
in Three Dimensional Electron-Photon Cascade Theory. 
Ⅰ. Calculation of Lateral Distribution Functions  
for Electron Number and Electron Energy-flow.  
 
                                    NII Nobuhiko 
Abstract 
We calculate lateral distribution functions for the electron number and the electron energy-flow, 
under Approximation B in the three-dimensional cascade theory.   
Keywords : three-dimensional cascade theory, electron number lateral distribution function, 
energy-flow lateral distribution function, Approximation B, difference-differential equation. 
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2.  3次元拡散方程式 
LANDAU-RUMER の提唱したカスケード理





   
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        
                  
 
 0 , , , ,Z E r t  ，  0 , , , ,Z E r t  は電子，光子
の構造関数である。1 次エネルギー
0Z の入射粒
子がカスケードを起こす（その深さが 0t  ．1
次エネルギーは，電子入射の場合は
0 0 ,Z E 光
子入射の場合は
0 0Z W ）。発生した電子，光子
は次々と相互作用を重ね粒子数は世代とともに
変化する。深さ  ,t t dt において，変位が
 ,r r dr ，散乱角が  , d   ，エネルギーが
 ,E E dE の電子, 光子の個数が  0 , , , ,Z E r t 
,drd dEdt  0 , , , ,Z E r t drd dEdt   である。
0, , ,A B C    はカスケード演算子である。2),3)  
A ，B  は輻射，対創生による電子数の変化
を表し，C  ， 0  は輻射，対創生による光子
数の変化，吸収を表す（ 0 は対創生の全断面積）。
 は電子の電離損失の臨界エネルギー（媒質が空
気の場合 81MeV. 電離損失項 E   を無視す
る理論を A近似理論と呼ぶ）， sE (＝21MeV)は散
乱エネルギー， 2 2 2 2 2
1 2 .         角分布関
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   (2.3) 
3. いくつかの変換 
3.1. フーリエ変換 
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f Z E x t
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g Z E x t
dxd
f Z E x t
J rx xdx
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ここで，    
2




   および 
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 1 1,  の計算に必要な  ,f g は(3.2)で 0x  と
おけばよい。そのハンケル変換※) から  1 1,  が
求められる。一方，  2 2,  の計算に必要な
 ,f g は(3.2)で 0  とおいて求めることがで
きない。x   という微分項があるためである。
この項を消去する変換を次に考察する。 
 
3.3. 方程式(3.2)の 1次変換 
(3.2)左辺の演算子 t x      を， の微分を
消去した形の演算子 t  に変換する 1次変換を 
考える。先ず，互いに独立である とx を平行に 
とる。 





   





















   
 よって， 
   11 12 21 22 .x a xa a xat t 
   
    
    
 
t x t         ，t t  を要請すると 
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    
        
  
ゆえに .xt      
 とx とは同じ方向であるから も同じ。した
がってスカラー を用いて x   とおくことが




















   
         
    
      
     
   
 
3.4. メリン変換 
(3.5)をメリン変換 2),3) すれば , ,A B C   の演算
が実行できる。E の関数  f E のメリン変換はs
を複素数として次式で定義される： 
   
0
.s fE f E dE s
















E dE s s
dE

   M  
メリン逆変換は， 
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     1 .f s f s f s            (4.1) 
           1 1 , 1
n
f s f s f s f s n         
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   , ,Q s R x t は  P s と非可換である： 
, .PQ QP PR RP                     (4.8) 
 
5. 鈴木-Trotter 公式の適用 
非可換行列を含む微分方程式(4.7)の解は鈴木
-Trotter公式 4) を用いて表される： 
   
 
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6. 3 次元 B近似解の計算 
3 次元 B近似解は(5.5),(5.6)から得られる。 
 
 
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, , , 8
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f Z E x t ds
g Z E x t i E













(6.1)の    , kQ s R x tと とは可換である。 
可換行列 ,A Bについてe e eA B A B ． 
よって(6.1)の 2つの指数行列は 1つに纏められ， 
       
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※) 以降では係数を とする。 
------------------------------------------------
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   2 2 24
m n
s mnE x E E   と表す。 
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ただし    00 , , e .
P s ts t t     
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一方 Nishimuraは次の解を得ている。3) 
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s t t s m n t t
t s t t
  
  
    
    

   12 , , .}mns m n s t t dt         
われわれの解(6.9)は Nishimuraの解 (6.10) （入








※) (6.9)(6.10)で係数が 2π異なるのはハンケル変換 
の定義（係数）の違いによる。 
------------------------------------------------------- 
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ち Nishimura の与えた解は鈴木-Trotter 公式を
用いた解からも導かれることが示された。行列表




































第(m n )世代= 
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 ,f g が得られる。それのハンケル変換から







て且つ 0n  とした表式であるから， 
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0 0Q Q  が成り立つから上の指数行列 
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1,2
2 e .i k k
s k t t
k i
i
a H s k   

   
よって， 
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の第(1,1)成分( e e )のみを通して記述
される。 
(ii) 中間過程の記述は 4過程全てに共通する』 
 
7.2.2.   0mΦ s,ξ- t,t の漸化式 
 0 , ,m s t t   は  t  の多項式で表される： 




, , e .
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m k
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係数
  mkC s は次の漸化式から得られる。 
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7.2.3  電離失過程の計算 
散乱過程をm回経たあと電離損失過程をn回
経る世代を  ,mn s t と表す。これは(6.8)で 1m n 
を除いた表式に対応する。 
      2 0 1
0
, e , ,
t P s m n t t
mn mns t dt Q s t 
  

    












m P s t








 ,mn s t は次の形(スカラー)で表される（第Ⅲ稿
§2)。 
          11 0, e 2 .
s t m
mn ns t H s C s s m

    
 
8．解  f E ,E,x,t0 の計算， 
ここ以降，入射電子の創る電子成分(e→e)を対
象にする（  0 , , ,f E E x t はスカラーである）。 
 
8.1. nに関する和の計算 





8.1.1.   2n s m+ の, m,nの分離 
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 iii  ! nn s はn大で重要になる。 
これらの理由から  ! 2nn s m  に，mとnが分
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8.1. 2. Prony 内挿法の適用 
(8.2)の  ! nn s に Prony 内挿法 6)を適用して， 







n s D s s 
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              (8.3) 
と表す。2N個の係数    ,j jD s s  , 1, ,j N
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             (8.5) 
(8.5)の分母は(8.1)にあるエネルギー項
1 2s mE   
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                   (8.6) 
よって   1j s E   なる条件は解除され， 
ここから以降 0E  が可能となる。 
 
8.2. mの和の計算― Dirichilet 級数の適用 ― 




















      (8.7) 
は Dirichlet 級数 7) を用いて表すことができる： 
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        (8.8) 
指数関数を展開して(8.7)のベキと比較すると，












よって 2M個の係数    ,i iC s s は 2M個の既知
数
     0 2!
m
mm C s s から一意的に定まる。 
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   
  1, ea t
x
a x t dt

  は第 2種不完全ガンマ関数。 
 
9.1.1.  コアでの形状 
 2 0 , , ,E E r t のコア  0r  における形状は
次のように見積ることができる。まず(9.2)の
{   }内を  A r と記すと， 
   22 ~ .












s i s i
E s E s
a a




  とし， 
 A r を第 1種不完全ガンマ関数※) で表す。 
 
     
   
2 1 2 1
2 0





0 ~ 2 1 ,











   
 







コアは有界である。(9.2){   }内第 2 項の存在が
非発散を保証する。一方，
0E とする Nishi- 
mura は   22 ~ 1








9.1.2.  A近似，B近似の表式 
(9.2)で， 0  とおいて恒等式   1jjD s  を
用いれば A 近似ラテラル分布関数が得られ，
0E とすれば閾値ゼロの B 近似ラテラル分布
関数が得られる。 
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 8) を用いると， 
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(1) 0E とし 0E を考慮すれば 
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の B近似遷移曲線 2),3) を含むことが確認される。 
(2) 0  とおき 0E E を考慮すれば， 
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エネルギー流の A 近似ラテラル分布関数 10) は
(9.4)において 0  とおき且つ(9.3)において恒
等式   1jjD s  を用いれば得られる。 
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補 遺  
sの原点をずらすことのできる理由 
 f E のメリン変換    
0
s
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s s E EE E    と表し，積分路c上で 
0s s i  とする。 
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デルタ関数の変数が関数  g x であるとき 
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